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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Estudiar un Sistema de Ecuaciones Lineales (S.Ee&. responder a las

preguntas: ¢tiene solucion?. y si es asi, , ¢ cufiate y cuales son?. A la vista de estas
preguntas y de la misma manera que haciamos aistesnas de ecuaciones sencillos
de 2 ecuaciones con 2 incégnitas, estudiar umséstke ecuaciones consta de 2 pasos:
1°.- Discutir el sistema, es decir, averiguar si tiene solugiénesta es Unica o no lo es
(compatibilidad).

2° -Resolverel sistema calculando la solucién o soluciones.

El Teorema ddRouché-Frobeniusy el uso de matrices y determinantes seran

nuestras herramientas a la hora de discutir la atihiiidad de un s.e.l.

Sistemas de ecuaciones lineales

Tal como vimos cuando estudiamos los sistemasrBx2has situaciones de la
vida real nos llevan a resolver de forma simultamadas ecuaciones lineales para
hallar las soluciones comunes a todas ellas. Esdpaplicacion tienen los s.e.l. a la
geometria, donde las ecuaciones representan geptasos y resolver el s.e.l. equivale
a averiguar las posiciones relativas de estos el®en el plano y en el espacio.

Unaecuacion lineabde “n” variables es una expresion del tipo:

ax tax, +...+ax, =b
Donde losa, son los coeficientes de la ecuacinges el término independiente y los
X, son las incognitas

Un sistema de ecuaciones lineales un conjunto de ecuaciones lineales de la

forma:

a:l.lxl + a12)(2 ot a:I.an = b1
A, X +a,X, ... +a,,X, =h,

amlxl + am2X2 + e + amnxn = bm

Tal como lo hemos escrito, el sistema de ecuacitiesm ecuaciones y incognitas.

Los elementos; son los coeficientes del sistema (nimeros rediesion los términos

independientes (numeros reales también) y finaleeqtson las incognitas (variables

del sistema).
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La solucion de este s.e.l, caso de existir, s@na n-tupla ordenada

(51,52,53, ..... ,sn) de numeros reales, que verifican a la vezri@uaciones del sistema

(sustituyendo cada una de Igspor cada una de I&s).

Utilizando notacion matricial podemos escribir nuestro s.e.l. de la siguiente

forma:
AX =B

ay, Ay By - Ay (X by
Ay By By e Gy [ X b,
Ay By By e By, | X || by
&y A Qg - Gy )\ K, b,

' k \i
Matriz de ~ Matriz de Matriz de
coeficientes incognitas términos indep.

Observa que:
* La matriz del sistemA esta compuesta por m filas y n columnas (decines g
tiene orden o dimensidmxn)
* La matriz de incégnitaX es una matriz columna @filas.
* La matriz de términos independient&es una matriz columna defilas
e La matriz ampliad#* del sistema es la compuesta por la matriz de derfas

a la que hemos afadido la columna formada poétosinos independientes

a, a, & -..aq,/b
a21 a22 a23 "'a2n b2

A*=lay a;, a5 ...3|b

aml am2 am3 e amn bm

Un s.e.l. puede serompatible(tiene solucién) ancompatiblesi no la tiene.
En caso de tener solucién, si tiene solo una sealompatible determinadyg si
tiene infinitas soluciones se llamampatible indeterminado

Si los términos independientes del s.e.l. son dadldlos, el sistema se dice

homogéneoy si no todos los términos independientes son nudesllamano

homogéneo

L. Roche Ramoén, 2009



Sistemas de Ecuaciones Lineales www.tagoras.es

Teorema de Rouché-Froébenius

Un s.e.l. es compatible si y solo si (condicidneasaria y suficiente) el rango de
la matriz de coeficientes y el rango de la matngpkada son iguales. Si los rangos

son distintos, el sistema es incompatible.

=pC tibleDeterminad
rg(A) =rg(A) =p = Sistemacompatiblejln p “ompatibleDetermina o}

n> p Compatiblelndetermirad

rg(A) £ rg(A*) Incompatile

En el caso particular de los sistemas homogénamapee se da la situacion de
serrg(A)=rg(A*) ya que la columna de términos independientes fEsrieada por
ceros Yy, por tanto, estos sistemas homogéneos ra&etigmen solucion, pues al
menos la solucion trivial (0,0,0, .... ,0) siemprésex En la practica se suele decir
gue un sistema homogéneo tiene solucion cuandoegstistinta de la trivial. Se

verifica también que si(s,s,,s; ,...S,) es solucién del s.e.l., también lo es
cualquier otra solucion proporcional a ella, esirole(dxsl ks, ks, ,.... k-sn), siendo

K un ndmero real cualquiera.

Vamos a aplicar el Teorema de Rouché-Frébeniusegeummplo:

Planteamos ahora para la discusion el mismo cwlnorincipio de pagina:

Discutir el siguiente sistema de ecuaciones:

Xty+z=2 1 1 1
2x—-y+z=-1; La matriz de coeficientes ea=|2 -1 1| y la matriz
X+2y+3z=2 1 2 3
1 1 12
ampliada esA* =| 2 -1 1|-1|. Estudiaremos el rango de ambas a partiAtie
1 2 32
1 1 12 1 1 1|2 1 1 1|2 11 12
rgj2 -1 1-1|=rg/ 0 -3 -}-5|=rg|0 1 2|0 (=rg| 0 1 2|0
1 2 32 0 1 2|0 0 -3 -1-5 0 0 5-5
E gzgiﬁ:—; 2 Cambio22por 3 F3=F2*3+F3

rgA=3
rgA* B 3}Ambos rangos son iguales y, por tanto, el sistesr@mpatible.

L. Roche Ramoén, 2009



Sistemas de Ecuaciones Lineales www.tagoras.es

Como ademas el rango es igual al nimero de in&wgrés decirp =3, el sistema

es compatible determinado. Podria resolverse yitenda Unica solucion.

Ya sabemos cuando tiene solucion. Ahora llega ehembo de resolver el s.e.l., es

decir, de calcular todas y cada una de sus solegion

Métodos de resolucion de s.e.l.

» Método de Gauss (reduccion)
* Método de Gauss-Jordan (eliminacién)
* Método de Cramer

* Matriz inversa

Método de Gauss

Basicamente este método consiste en triangulanattiz de coeficientes, de
forma que la ultima ecuacion contenga Unicamendeinoognita, la pendltima ecuacion
2 incognitas y asi sucesivamente hasta llegapért@era ecuacion, que contendramas
incégnitas. Como la dltima ecuacidén solo tiene im@dgnita, la despejamos y la
sustituimos en la pendltima, de la que tambiénajasfos.... y asi sucesivamente hasta

llegar a la primera. Lo vemos con nuestro ejempteréor.

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones

X+y+z=2
2x-y+z=-1
X+2y+3z=2

Ya lo hemos discutido previamente y sabemos qummepatible determinado, con |o
qgue aplicando el método de Gauss y operando destaarforma que hemos hecho para

calcular el rango:

1 1 12 1 1 1|2 1 1 1|2 11 1|2
2 -1 1-1/-|/0 -3 -1-5|-|/0 1 2|0 |-|0 1 2|0
1 2 32 0 1 20 0 -3 -1-5 0 0 5[-5

Ya tenemos triangulada la matriz y podemos esailsistema asi:
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Xty+z=2
y+2z=0; Despejoz en la Ultimaz=-1 y sustituyo en la 22 ecuacion para
5z=-5

despejar lay. y-2=0 - y=2. Finalmente sustituyy y z en la 12 ecuacion para

despejar l&. x+2-1=2 - x=1

Como ves, cuando el sistema es compatible detedmitzaaplicacion del método de
Gauss nos proporciona las soluciones del s.eunddorma sencilla y ordenada. ¢ Qué
ocurriria si el sistema fuese compatible indeteanid®. Vedmoslo con otro ejemplo

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones cobohpatdeterminado:

2x+3y-z=8
X—y+2z=-1
X+7y—-4z=17

2 3 -18 1 -1 2|-1 1 -1 2|-1 1 -1 2|-1
1 -1 2-1/-|2 3 -8 |-|0 -5 5-10|-|0 1 -1j2 |-
3 7 -—-417 3 7 -—-417 0 -10 10-20 0 1 -12

Cambiol?por 22fila F2=F1*2-F 2 F2=-F2/5
F3=F1*3-F3 F3=-F 3/10

1 -1 2|-1
X-y+2z=-1
-0 1 =112 | Puedo plantear las ecuaciones: y 5 } Hacemosz = /]
y-z=
0O 0 0|0

F3=F3-F2

y entoncesy =2+4| - x—(Q2+A)+24=-1-,
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Método de Gauss-Jordan

Es una variante del método de Gauss. Se tratégaderdlizar la matriz, con lo
que invertimos mas tiempo en hacerlo al principgwop al final, los resultados se
alcanzan mas facilmente. Retomando el ejemplo ianten el caso compatible
determinado, continuamos diagonalizando la magia plejar sélo la diagonal principal
de la misma y despejar.

1 1 12 11 12 11 12 1 1 0[3 1 0 01

2 -1 1-1]... 01 20(|-|/0120(-|0102]|-(01 02

1 2 32 0 0 5-5 0 0 11 0 0 11 0 0 11
3/5 F 2

F2=-F3*2+F 2
F1=F1-F3

Ahora simplemente tenemos que despejar cada undagleincognitas en suUs

F3=F 1=F1-F

correspondientes ecuaciones=1 y=2 z=-1

Método de Cramer (empleando determinantes)

Este método sélo es aplicable cuando el sisteneaegtamos resolviendo es
compatible determinado (necesitamos que el detamtende la matriz de coeficientes
sea distinto de cero y que el nimero de ecuacippéde incognitas sea igual).

El valor de cada una de las incognitasse obtiene como un cociente en el que

el denominador es el determinante de la matrizaddiagentes y el numerador es el

determinante que resulta de sustituir la columésima del determinante anterior por la

&

columna de términos independientes. Podemos ebzrdgi: Xi =

>

Lo vemos en nuestro ejemplo de sistema compatédikrminado.

Resolver el siguiente s.e.l. por el método de Crame
X+y+z=2
2x-y+z=-1
X+2y+3z2=2
1 1 1
Calculamos el determinante de la matriz de coefieeA=|2 -1 1| aplicando la
1 2 3
Regla de Sarrus

L. Roche Ramoén, 2009



Sistemas de Ecuaciones Lineales www.tagoras.es

1 1
|A=|2 -1 1=(-3+4+])~-(-1+2+6)=2-7=-5
1 2

Para calcular la incognitg sustituimos la 12 columna del determinante astgror la

columna de términos independientes y dividimos.ekias o mismo parg y paraz

Asi:
2 1
i =1l
Al_l2 2 3 _(-6-2+2)-(-2+4-3 _-6+1_,
A A -5 5
1 2
2 -1
_‘AY‘ _ 1 2 _ (-83+4+2)-(-1+2+12 _3-13
Y=TN T = = =2
A A -5 5
11 2
7 =i =

z:|AZ|: 1 2 2| (2+8-D-(2-2+4_5 __,

A A -5 -5
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Método de la matriz inversa

Para aplicar este método también necesitamos Igsistema sea compatible

determinado (mismo namero de ecuaciones que in@&gpiademas e{zN #0). Como
el s.e.l. se escribia comdX = B, tendremos qu& = A™.B

Recordemos qué™ = [AdJ(A)]T

A

Aplicar el método de la matriz inversa para resoblsistema de ecuaciones:

Xty+z=2
2x-y+z=-1
X+2y+3z=2

Ya sabemos qu{eN =-5. La matriz adjunta es la que resulta de sustdadta uno de

los elementosa; por sus adjuntos (recuerda la regla de los sigrit®) tanto, si la

1 1 1
matriz del sistema es A=[2 -1 1|, la matriz adjunta serna
1 2 3
-5 -5 5 -5 -1 2
Adj(A)=|-1 2 -1| vy la traspuesta seré:[Adj(A)]T: -5 2 1
2 1 -3 5 -1 -3
-1 2

SRR

Finalmente, A™ = —[Adj(A) :is -5 2

A

o
BN

_,_2_4_

) . }/ % X=2 5T E 1

X=A'B - |y|=|1 —3/ -1~ y= 2+§ §=2
2\t K 3 )\2 2=2-148o
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